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摘　要：为了进一步研究非完整系统的守恒律，将积分因子方法应用于具有单面约束的非 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系
统，建立了寻找具有单面约束的非Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的守恒律的一种新方法。首先寻求非完整系统存在守恒
律的必要条件；其次建立系统积分因子与守恒律的关系，给出用于确定积分因子的广义 Ｋｉｌｌｉｎｇ方程；最后得到
单面非Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的守恒律，并举例说明结果的应用。结果表明利用积分因子方法可以研究单面非
Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的守恒律。
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　　１９１８年德国女数学家 ＥｍｍｙＮｏｅｔｈｅｒ讨论了在
时空无穷小单参数变换群作用下的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用
量的不变性，揭示了力学系统的对称性与其守恒律

的内在关系。基于作用量在无限小变换下的不变性

得到守恒律是近代研究力学系统守恒律的主要方

法［１－２］。１９８４年，Ｄｊｕｋｉｃ提出了构造非保守力学系
统的守恒律的积分因子方法［３］，即通过正则方程

乘以适当的积分因子来直接构造系统的守恒律。积

分因子方法由于其限制条件少，容易计算的特点，

因而在寻求各类约束力学系统的守恒律上具有很大

的应用价值。如今，将积分因子方法应用于力学系

统的守恒律的研究已经取得一系列成果［４－９］。分析

力学的研究大多以双面约束为前提，实际上在自然

界及工程技术实际中相当多的约束是属于单面

的［１０］。乔永芬研究了单面Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的
正则方程的积分因子和守恒律［１１］。张毅将积分因

子方法应用于单面约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统、单面完整系
统的守恒律的构造［１２－１３］。本文将积分因子方法应

用于具有单面约束的非 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统，寻
求单面非 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的守恒律。单面
Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统、双面非完整系统、完整系
统的情况均可作为单面非 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的
特例，因此本文结果具有普遍意义。

１　非完整系统的Ｒｏｕｔｈ方程及其积分
因子

　　假设力学系统的位形由 ｎ个广义坐标 ｑｓ（ｓ＝

１，…，ｎ）来确定，系统受有 ｇ个理想单面非 Ｃｈｅ
ｔａｅｖ型非完整约束

φβ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ）≥０， （β＝１，…，ｇ） （１）
式 （１）中，当左边函数值为正时，系统脱离约
束；当函数值为零时，系统处于约束上，此时约束

加在虚位移上的限制为

Φβｓδｑｓ＝０， （β＝１，…，ｇ） （２）

一般说来，Φβｓ与
φβ
ｑｓ
无关，特别地，当

Φβｓ＝
φβ
ｑｓ
，　（β＝１，…，ｇ；ｓ＝１，…，ｎ）（３）

时，非Ｃｈｅｔａｅｖ型约束成为 Ｃｈｅｔａｅｖ型约束［１４］。单

面非Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的Ｒｏｕｔｈ方程可表为
ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
＝Ｑｓ＋λβΦβｓ，（ｓ＝１，…，ｎ），

λβ≥０，φβ≥０，λβφβ ＝０ （４）
其中Ｌ为系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，Ｑｓ为非势广义力，
λβ为约束乘子。若系统处于约束上，约束 （１）取

等号，假设系统非奇异，在方程 （４）积分前可由
（１），（４）先求出λβ作为ｔ，ｑ，ｑ的函数，于是方程
（４）可表为

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
＝Ｑｓ＋Λｓ，（ｓ＝１，…，ｎ） （５）

其中，Λｓ＝Λｓ（ｔ，ｑ，ｑ）＝λβΦβｓ，展开方程 （５）有
ｑ̈ｓ＝Ａｓ（ｔ，ｑ，ｑ），（ｓ＝１，…，ｎ） （６）

若系统全部脱离约束，约束 （１）中不等号严格成
立，方程 （４）成为

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
＝Ｑｓ，（ｓ＝１，…，ｎ） （７）

展开方程 （７），有
ｑ̈ｓ＝Ｂｓ ｔ，ｑ，( )ｑ，（ｓ＝１，…，ｎ） （８）

　　定义１　如果存在函数 ξｓ ＝ξｓ ｔ，ｑ，( )ｑ满足以
下恒等式

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
－Ｑｓ－Λ( )ｓξｓ≡

ｄ
ｄｔＬτ＋

Ｌ
ｑｓ
ξｓ－ｑｓ( )τ( )＋Ｇ＋

μｓ
ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
－Ｑｓ－Λ( )ｓ，当φβ ＝０ （９）

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
－Ｑ( )ｓξｓ≡ ｄｄｔＬτ＋Ｌｑｓ（ξｓ－ｑｓτ）( )＋Ｇ＋

μｓ
ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
－Ｑ( )ｓ，当φβ ＞０ （１０）

其中，τ，μｓ，Ｇ为ｔ，ｑ，ｑ的函数，则称ξｓ＝ξｓ ｔ，ｑ，( )ｑ
为单面非Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的 Ｒｏｕｔｈ方程 （４）
积分因子。

２　非完整系统的守恒定理
联合方程 （４）和方程 （９）、（１０），有

ｄ
ｄｔＬτ＋

Ｌ
ｑｓ
ξｓ－ｑｓ( )τ( )＋Ｇ ＝

－μｓ
ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
－Ｑｓ－Λ( )ｓ，当φβ ＝０（１１）

ｄ
ｄｔＬτ＋

Ｌ
ｑｓ
ξｓ－ｑｓ( )τ( )＋Ｇ ＝

－μｓ
ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
－Ｑ( )ｓ，当φβ ＞０ （１２）

　　定理１　如果函数ξｓ是运动微分方程 （４）的
积分因子，那么与单面非 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统
（１）、（４）相应的完整系统存在守恒律 （第一积

分），形如

Ｉ＝Ｌτ＋Ｌｑｓ
ξｓ－ｑｓ( )τ＋Ｇ （１３）

　　对于一个已知单面非 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统
（１）、（４），当系统处于约束上，如果函数 ξｓ是系

２５
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统的积分因子，那么每一组函数 ξｓ，τ，Ｇ，μｓ一定要
满足必要条件 （１１）；当系统全部脱离约束，如果
函数ξｓ是系统的积分因子，那么每一组函数 ξｓ，τ，
Ｇ，μｓ一定要满足必要条件 （１２）。基于函数对时间
的全导数采用沿系统运动轨线方式，利用方程

（４），条件 （１１）、（１２）可以进一步写成
Ｌ
ｔτ
＋Ｌ
ｑｓ
ξｓ＋

Ｌ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓτ）＋

Ｌτ＋（Ｑｓ＋Λｓ）（ξｓ－ｑｓτ）＋

Ｇ＋μｓ
ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
－Ｑｓ－Λ( )ｓ ＝０，当φβ ＝０

（１４）
Ｌ
ｔτ
＋Ｌ
ｑｓ
ξｓ＋

Ｌ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓτ）＋

Ｌτ＋（Ｑｓ＋Λｓ）（ξｓ－ｑｓτ）＋

Ｇ＋μｓ
ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
－Ｑ( )ｓ ＝０，当φβ ＞０

　（１５）
　　可见，如果函数组 ξｓ，τ，Ｇ，μｓ满足必要条件
（１４）或 （１５），那么沿着已知单面非Ｃｈｅｔａｅｖ型非
完整系统的运动轨线，该函数组使式 （１３）的右
边成为一个常数。于是，有如下定理。

定理２　如果非奇异函数组 ξｓ，τ，Ｇ，μｓ满足必
要条件 （１４）或 （１５），那么存在与单面非 Ｃｈｅ
ｔａｅｖ型非完整系统 （１）、 （４）相应完整系统的守
恒律 （１３）。

根据定理２，求得函数组 ξｓ，τ，Ｇ，μｓ对应于方
程 （１４）或 （１５）的不包含任何积分常数的任意
一个特解或函数解就可得到系统的一个守恒律。由

此看来，寻求系统守恒律的关键在于找到函数组

ξｓ，τ，Ｇ，μｓ。将方程 （１４）、（１５）展开，令含 ｑ̈ｓ项
的系数和不含 ｑ̈ｓ项的系数分别为零，得到的线性
偏微分方程为

Ｌ
ｔτ
＋Ｌ
ｑｓ
ξｓ＋

Ｌ
ｑｓ
ξｓ
ｔ
＋
ξｓ
ｑｋ
ｑｋ－ｑｓ τｔ

＋τ
ｑｋ
ｑ( )[ ]ｋ
·

Ｌτ
ｔ
＋τ
ｑｋ
ｑ( )ｋ ＋Ｇｔ＋Ｇｑｓｑｓ＋（Ｑｓ＋Λｓ）（ξｓ－ｑｓτ）＋

μｓ 
２Ｌ
ｑｓｔ

＋ 
２Ｌ

ｑｓｑｋ
ｑｋ－

Ｌ
ｑｓ
－Ｑｓ－Λ( )ｓ ＝０，当φβ＝０

（１６）
Ｌ
ｔτ
＋Ｌ
ｑｓ
ξｓ＋

Ｌ
ｑｓ
ξｓ
ｔ
＋
ξｓ
ｑｋ
ｑｋ－ｑｓ τｔ

＋τ
ｑｋ
ｑ( )[ ]ｋ
·

Ｌτ
ｔ
＋τ
ｑｋ
ｑ( )ｋ ＋Ｇｔ＋Ｇｑｓｑｓ＋Ｑｓ（ξｓ－ｑｓτ）＋

μｓ 
２Ｌ
ｑｓｔ

＋ 
２Ｌ

ｑｓｑｋ
ｑｋ－

Ｌ
ｑｓ
－Ｑ( )ｓ ＝０，当φβ ＞０

（１７）

Ｌ
ｑｓ
ξｓ
ｑｋ
－ｑｓ

τ
ｑ( )
ｋ

＋Ｌτ
ｑｋ
－Ｇ
ｑｋ
＋μｓ

２Ｌ
ｑｓｑｋ

＝０，

（ｋ＝１，…，ｎ） （１８）
　　式 （１６）和式 （１８）或式 （１７）和 （１８）是
关于２ｎ＋２个未知函数ξｓ，τ，Ｇ，μｓ的ｎ＋１个方程，
称为广义 Ｋｉｌｌｉｎｇ方程。由于方程数目小于未知函
数的数目，故广义 Ｋｉｌｌｉｎｇ方程的解不是唯一的，
通过适当选取ξｓ，τ，Ｇ，μｓ可得到不同的守恒律。

例 系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为［１４］

Ｌ＝ １２（
ｑ２１＋ｑ

２
２） （１９）

　　非势广义力
Ｑ１ ＝Ｑ２ ＝０ （２０）

其运动受有单面非Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整约束
φ＝ｑ１－ｂｔｑ２＋ｂｑ２＋ｔ≥０ （２１）

当系统处于约束上时，满足虚位移方程

δｑ１－δｑ２ ＝０ （２２）
试研究系统的积分因子与守恒律。

由方程 （４）可得
ｑ̈１ ＝λ，̈ｑ２ ＝－λ （２３）

若系统处于约束上，约束 （２１）取等号，联立式
（２１）、（２３）有

λ＝－ １
１＋ｂｔ （２４）

则

Λ１ ＝－
１

１＋ｂｔ，　Λ２ ＝
１

１＋ｂｔ （２５）

方程 （６）给出

ｑ̈１ ＝－
１

１＋ｂｔ，　ｑ̈２ ＝
１

１＋ｂｔ （２６）

若系统全部脱离约束，方程 （８）给出
ｑ̈１ ＝０，　ｑ̈２ ＝０ （２７）

广义Ｋｉｌｌｉｎｇ方程 （１６） －（１８）为

ｑ１
ξ１
ｔ
＋
ξ１
ｑ１
ｑ１＋

ξ１
ｑ２
ｑ２－ｑ１ τｔ

＋τ
ｑ１
ｑ１＋

τ
ｑ２
ｑ( )[ ]２
＋

ｑ２
ξ２
ｔ
＋
ξ２
ｑ１
ｑ１＋

ξ２
ｑ２
ｑ２－ｑ２ τｔ

＋τ
ｑ１
ｑ１＋

τ
ｑ２
ｑ( )[ ]２
＋

Ｇ
ｔ
＋Ｇ
ｑ１
ｑ１＋

Ｇ
ｑ２
ｑ２＋Λ１（ξ１－ｑ１τ）＋Λ２（ξ２－ｑ２τ）－

μ１Λ１－μ１Λ２ ＝０，当φ＝０ （２８）

ｑ１
ξ１
ｔ
＋
ξ１
ｑ１
ｑ１＋

ξ１
ｑ２
ｑ２－ｑ１ τｔ

＋τ
ｑ１
ｑ１＋

τ
ｑ２
ｑ( )[ ]２
＋

ｑ２
ξ２
ｔ
＋
ξ２
ｑ１
ｑ１＋

ξ２
ｑ２
ｑ２－ｑ２ τｔ

＋τ
ｑ１
ｑ１＋

τ
ｑ２
ｑ( )[ ]２
＋

Ｇ
ｔ
＋Ｇ
ｑ１
ｑ１＋

Ｇ
ｑ２
ｑ２ ＝０，当φ＞０ （２９）

３５
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ｑ１
ξ１
ｑ１
－ｑ１

τ
ｑ( )
１

＋ｑ２
ξ２
ｑ１
－ｑ２

τ
ｑ( )
１

＋

Ｌτ
ｑ１
＋Ｇ
ｑ１
＋μ１ ＝０ （３０）

ｑ１
ξ１
ｑ２
－ｑ１
τ
ｑ( )
２

＋ｑ２
ξ２
ｑ２
－ｑ２
τ
ｑ( )
２

＋Ｌτ
ｑ２
＋Ｇ
ｑ２
＋μ２＝０

（３１）
方程 （２８） －（３１）有解
τ＝０，ξ１ ＝ξ２ ＝１，Ｇ＝０，μ１ ＝０，μ２ ＝０

（３２）
τ＝０，ξ１ ＝ξ２ ＝ｔ，Ｇ＝－ｑ１－ｑ２，μ１ ＝０，μ２ ＝０

（３３）
τ＝１，ξ１ ＝ξ２ ＝０，Ｇ＝－ｑ１ｑ２，μ１ ＝ｑ２，μ２ ＝ｑ１

（３４）
根据定理 １和定理 ２，相应于函数组 （３２） －
（３４）系统存在如下守恒律

Ｉ１ ＝ｑ１＋ｑ２ （３５）
Ｉ２ ＝ ｑ１＋ｑ( )

２ ｔ－ｑ１－ｑ２ （３６）

Ｉ３ ＝－
１
２
ｑ２１－

１
２
ｑ２２－ｑ１ｑ２ （３７）
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